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Streszczenie. Przedmiotem referatu jest koncepcja dydaktyczna wyktadu z Teorii Phyt i
Powtok Sprezystych na Wydziale Inzynierii Lgdowej Politechniki Warszawskiej. Wykiady te
sq prowadzone w ramach specjalnosci Konstrukcje Budowlane i InZynierskie na Sekcji Teoria
Konstrukcji. Wyktad obejmuje podstawowe zasady tworzenia teorii plyt cienkich, plyt
warstwowych, piyt sredniej grubosci oraz powlok cienkich w zakresie sprezystym. Do roku
1986 wykiady te prowadzit Profesor Zbigniew Mazurkiewicz. Celem tego referatu jest
dokladne omowienie Jego koncepcji dydaktycznej- sukcesow i porazek w probie popularyzacji
trudnych zagadnien mechaniki plyt i powtok wsrod wybranej grupy studentow inZynierii
lgdowej.

1. PODSTAWY MATEMATYCZNE WYKLADU

Od lat siedemdziesigtych do roku 1986 wyktady z Teorii Piyt i Powlok Sprezystych (TPIPS)
na Wydziale Inzynierii Lagdowej Politechniki Warszawskiej byty prowadzone przez Profesora
Zbigniewa Mazurkiewicza w ramach specjalizacji Teoria Konstrukcji. Pewne elementy tej
tematyki byly takze wykladane studentom specjalnosci KBI w ramach przedmiotu Teoria
Sprezystosci 1 Plastycznosci. Niniejszy referat dotyczy jednak tylko kursu na Teorii
Konstrukcji (TK) i nawigzywaé bedzie do dydaktyki tego samego przedmiotu wyktadanego
studentom specjalizacji Budownictwo w ramach Studium Podstawowych Probleméw
Techniki na PW w latach 1976-77. W kwietniu 1987r. Profesor Zbigniew Mazurkiewicz
doznat udaru mozgu, przezyl ten wstrzas, ale nigdy juz nie wrécit do zycia zawodowego.
Swoje obowigzki dydaktyczne przekazal autorowi tego artykutu. Mimo wprowadzanych
modyfikacji mysl przewodnia wyktadu Profesora Mazurkiewicza nie ulegla jednak zmianie.
Omoéwienie tej koncepcji dydaktycznej jest celem niniejszego referatu. Czesto odwotywacé sig
bedziemy do ksigzek:[1],[2]; zakladamy, ze Czytelnik ma te ksigzki do dyspozycji.

Wyktady z teorii ptyt i powlok sprezystych musza by¢ poprzedzone wyktadami z teorii
sprezystosci oraz kursami geometrii rozniczkowej powierzchni 1 rachunku wariacyjnego.
Doswiadczenie dydaktyczne uczy, Ze logiczne nastgpstwa przedmiotéw sa niezbedne; w
przeciwnym razie studenci czuja si¢ oszukani, ogarnia ich zniechecenie a egzekucja
nauczania staje si¢ niemozliwa . Mozna zaryzykowa¢ poglad, ze student nie ma zadnych
szans w pracy wiasnej nad sobg. Wspolczesne monografie z teorii sprgzystosci, geometrii
rézniczkowej oraz rachunku wariacyjnego nie nadajg si¢ wcale dla studentow politechnik, bez
wzgledu na to z jakg winietg ukazaly si¢ na rynku. Warto tu odnotowac, ze np. ksigzka [3]



ukazata si¢ w serii Matematyka dla Politechnik. Wystarczy ja otworzy¢ na dowolnej stronie a
ogarnia nas pusty $miech. Rownie dobrze ksigzka ta mogtaby ukaza¢ si¢ w jezyku suahili.
Istotnie, nie odegrata Zadnej roli dydaktycznej. Mozna tu przytacza¢ tez inne, mniej
drastyczne przyktady. Wniosek jest mniej wigcej taki: student pozbawiony pomocy niczego
sam si¢ nie nauczy. Logicznie ustawiony proces dydaktyczny mozna porownaé¢ do
wytyczonego szlaku w gorach; znakami tego szlaku sa specjalnie opracowane materiaty
dydaktyczne - przekazywane ustnie lub w formie podr¢cznikow. Bez tych znakoéw i tego
szlaku wedrowka po tatwej drodze zamienia si¢ w niepotrzebng eksploracje - zamiast przej$¢
calg droge mozemy utkna¢ w kosodrzewinie, catkiem niedaleko od poczatku szlaku.

Bez wzgledu na to, w jakim otoczeniu dydaktycznym prowadzi si¢ zajgcia z teorii plyt |
powtok trzeba wigc zadba¢ o elementarne podstawy teorii sprezystosci, geometrii
rézniczkowej 1 rachunku wariacyjnego. Na kursie Teorii Konstrukcji byly kiedys
organizowane zaj¢cia wyrOwnawcze z podstaw matematycznych. W wyniku redukeji liczby
godzin do 24/tydzien kursy te musialy by¢ skasowane a niezb¢dne elementy matematyki
przesunigte do przedmiotow specjalistycznych. Elementy rachunku tensorowego, gléwnie
algebry tensorow, byly wyktadane w ramach kursu teorii sprezystosci. Te podstawy utatwiaty
omoOwienie geometrii rozniczkowej powierzchni - w ramach wyktadow z teorii ptyt i powtok
sprezystych (TPiPS).

Obecnie wyktady z TPiPS rozpoczynaja si¢ wstgpem z rachunku wariacyjnego. Z
konieczno$ci trzeba przypomnie¢ pojgcie przestrzeni liniowej a nastgpnie przestrzeni
funkcyjnej. Wyktady trzeba prowadzi¢ pogladowo z wieloma prostymi przyktadami, tak aby
nowe pojecia matematyczne od razu byly wigzane z pojeciami z mechaniki, takimi jak
przestrzen dopuszczalnych przemieszczen, zbior dopuszczalnych naprezen, podatnosé, praca
wirtualna naprezen, itd. Okazuje si¢, ze studenci 8. semestru zupetie nie zdajg sobie sprawy
z tego, ze najbardziej znane eliptyczne zadania brzegowe sprowadzaja si¢ do prostego
roOwnania postaci

a(u,v)=f(v) weV, (1.1)

gdzie a(.,.) jest formg dwuliniowg a f(.) formg liniowg. W szczegdlnos$ci istotne jest, aby
studenci umieli znalez¢ wszystkie konsekwencje tego rownania, czyli wykorzysta¢ dowolnos¢
vV W przestrzeni V. Z pozoru wydawaé by si¢ moglo, ze rownanie (1.1) powinno by¢ znane
jako réwnanie pracy wirtualnej. Ta informacja niewiele pomaga, jest raczej mylaca.
Réwnanie pracy wirtualnej, ktére na zajeciach z mechaniki budowli zapisuje si¢ w niejasnej
postaci L, =L, (réwno$¢ prac sit wewnetrznych i zewnetrznych) jest rozumiana jako
ciekawa i przydatna réwno$¢ dwu liczb, z ktérej korzysta si¢ w celu powiazania linii ugiecia i
linii wptywu. Nie mowi si¢ jednak, ze rownos¢ ta jest rownowazna wszystkim réwnaniom
rownowagi, gdy kreska dotyczy przemieszczen 1 odksztalceh oraz rownaniom
nierozdzielnosci, gdy kreska dotyczy obcigzen i sit wewnetrznych. Trzeba wigc studentow
przekona¢, ze (1.1) jest w istocie rownaniem rownowagi (lub uktadem tych réwnan, facznie z
warunkami rownowagi elementow brzegu) 1 ze innych rownan rownowagi nie ma. Trzeba
przy okazji wykaza¢, ze takze globalne rownania rownowagi konstrukcji (czyli warunki
zerowania si¢ wypadkowych wektorow sit 1 momentow) wynikajg z (1.1), inaczej by¢ nie
moze. Pouczajace jest tez pokazanie, ze dodatnia okreslonos¢ formy a(.,.) implikuje
jednoznaczno$¢ rozwigzania. Warto tez wykazaé, ze rozwigzanie U minimalizuje energi¢
potencjalng



J(v)=%a(v,v)— f(v) . (1.2)

Ten dowdd jest tak wazny, ze trudno go pomingé. Zauwazmy, ze dowod ten nie jest o wiele
trudniejszy niz wykazanie, bez przywolywania pojecia pochodnej, iz rozwiazanie rdGwnania
arytmetycznego: kq=Q (tutaj k,q,Q to liczby) jest elementem minimalizujacym funkcje

f(p)=kp*/2-Qp.

Ze wzgledu na metodyke tworzenia teorii ptyt Reissnera (1945), [4], warto sformulowac
twierdzenie Castigliano. Korzystamy z ujecia przedstawionego w ksigzce Necasa i Hlavacka
[5]. Ujecie to jest $ciste, ale nie tak formalne jak u Duvaut i Lionsa[6]. Autor niniejszego
artykutu probowat skorzysta¢ tez z innych zrodet, gdzie twierdzenie Castigliano powinno by¢
dobrze wytlumaczone, ale bez powodzenia; nie udato si¢ znalez¢ ksiagzki po polsku, w ktorej
to twierdzenie jest poprawnie sformulowane i udowodnione. Zauwazmy, ze dowdd
twierdzenia Castigliano podany przez Ne€asa i1 Hlavacka jest do$¢ prosty 1 moze by¢
przekazany studentom wydzialdéw budowlanych. Jesli czasu braknie, mozna ten dowdd
przekaza¢ w formie pisemnej. Zauwazmy, ze ten dowdd latwo przenosi si¢ na teorig¢
konstrukcji pretowych i na teorie ptyt. Takie uogolnienie jest dobrym ¢wiczeniem dla
studentoéw TK 1 doktorantow.

Od twierdzenia Castigliano do funkcjonatu siodlowego Reissnera (1950), [7], jest tylko
krok. Warto wiec ten krok zrobi¢, co utatwia potem wyprowadzenie réwnan ptyt Reissnera
(1945), por. [2, p. 5.7.1].

Po dwu- trzech tygodniach nalezy zmieni¢ tematyke i rozpocza¢ teori¢ krzywej
przestrzennej a nastepnie teori¢ powierzchni. Studenci znajg juz teori¢ krzywoliniowych
uktadow wspotrzednych w przestrzeni. PrzejScie do teorii powierzchni nie jest wigc
zaskakujace. Wyktad rozpoczynamy od p.2 str. 26 ksigzki [1]. Studenci z chegcig stuchajg tego
fragmentu wyktadu, gdyz czuja, Ze sa to zupelnie podstawowe wiadomosci, definiujace
pojecia czgsto pojawiajace si¢ w ksigzkach dotyczacych projektowania przekryc
powlokowych, takie jak np. krzywizna Gaussa. Po raz kolejny wyktad z TPiPS wypeknia luke
w dydaktyce na Wydziale IL. Zawsze, gdy wykladam te elementarne pojecia geometrii
powierzchni odnosz¢ wrazenie, ze tych wyktadow powinni stucha¢ wszyscy studenci IL a nie
tylko mata grupa TK.

Wyktad z geometrii powierzchni jest z koniecznos$ci elementarny, ale nie jest btedny i nie
ma luk. Nawet twierdzenie Gaussa podawane jest z dowodem. Trudno jednak wymagaé aby
udato si¢ poda¢ dowdd twierdzen Bonneta. Te twierdzenia sg jednak bardzo sugestywne i
studenci akceptujg brak dowodow. Pod katem dalszych zastosowan omawiana jest
specyfikacja formut w przypadku wspotrzednych ortogonalnych niekrzywiznowych. Nic tak
nie pomaga w zrozumieniu teorii jak dobrze dobrane 1 efektowne przyklady a o te nietrudno
w dziale teorii powierzchni. Nawet geometria powierzchni rozpietej nad obszarem ptaskim
stanowi dobry przyktad- mozna przesledzi¢ wptyw gradientdow powierzchni na sktadowe
tensora krzywizn oraz przekona¢ sie o nieortogonalno$ci siatki linii parametrycznych
generowanych przez rzutowanie siatki ortogonalnej na ptaszczyznie. Warto omowi¢ dowolng
powierzchni¢ obrotowa- znéw az trudno uwierzy¢, ze to jest wyktad dla specjalizacji a nie dla
wszystkich studentéw. Interesujgca jest tez powierzchnia srubowa. Przy okazji przypomina
si¢ inne podstawowe powierzchnie, takie jak paraboloidy i hiperboloidy.

Zadaniem, ktore laczy rachunek wariacyjny i geometri¢ rdzniczkowa jest poszukiwanie
robwnan parametryzujagcych krzywe geodezyjne, czyli najkrotsze krzywe lezace na
powierzchni, taczace dwa punkty. Zdolniejsi studenci potrafia wyprowadzi¢ te nieliniowe



rownania korzystajac z podanych metod matematycznych. Tym akcentem konczymy wstep
matematyczny i rozpoczynamy wyktady z teorii ptyt.

2. TEORIA PLYT SPREZYSTYCH

Punktem wyj$cia jest wariacyjne sformutowanie zadania brzegowego teorii sprezystosci,
rownowazne zapisowi (1.1). Wyprowadzenie teorii ptyt polega na rozsagdnym zawezeniu
przestrzeni (lub zbioru, w wypadku niejednorodnych warunkow brzegowych) pol
dopuszczalnych przemieszczen. Najtatwiej zacza¢ od teorii Hencky’ego(1947, [8]), ktérg nie
bez racji Francuzi nazywaja teorig naturalna.

Zatem naturalne wig¢zy postaci

Va(xlfxz’xs):XsV/a(Xl'Xz)' V3(X1,X2,X3)=V(X1,X2), a=12. (2.1)

naktadamy na pole prébne V:(Vl,vz,VS). Bardzo jest istotne to, ze wiezy dotycza pol

prébnych. Niestety, w wielu podrecznikach pisze sie, ze wiezy dotycza pdl szukanych, co jest
bardzo mylace. Jest jasne, ze wiezy (2.1) dotycza tez pol szukanych. W przeciwnym razie
odeszlibysmy od klasycznych metod, ktore zachowuja symetri¢ formy a(.,.). Jesli postagpimy
umiejetnie, to (por. str. 235-236 ksigzki[2]) przejscie od (1.1) do wariacyjnego sformutowania
teorii Hencky’ego jest naprawde bardzo latwe i moze by¢ przyswojone przez kazdego
studenta. P6zZniej nalezy sformutowac¢ twierdzenie o minimum energii potencjalnej. Nastepnie
mozna wyprowadzi¢ réwnania lokalne teorii. Takie przejScie jest matematycznie proste-
trzeba skorzysta¢ z dowolnosci pol y,,v. Przejscie do rownan w ukladzie biegunowym

mozna pokazac¢ bezposrednio (tak jak w podrgcznikach S.Timoshenki) lub z wykorzystaniem
rachunku tensorowego. Jednak oba te wyprowadzenia powinny by¢ dobrze znane studentom.
Rozwigzywanie zadafh zostawiamy na pézniej. Przechodzimy do teorii ptyt Kirchhoffa
narzucajac warunek zerowania si¢ poprzecznych odksztatcen postaciowych (stad mamy
y =—VV) na poziomie sformutowania wariacyjnego. Dos¢ tatwo znajdujemy sformutowanie

wariacyjne Kirchhoffa. Przejscie do sformutowania lokalnego jest do$¢ trudno wymysli¢, ale
jesli skorzystamy z elementarnych tozsamosci (3.1.14-3.1.15 w [2]) oraz z reprezentacji
(3.1.20, 21, tamze) otrzymamy bez klopotow wszystkie rownania lokalne teorii, 1gcznie z
formutami na sity skupione w narozach. W tym miejscu wyktadowca czuje si¢ naprawde
szczesliwy, gdyz udato mu si¢ zrzuci¢ z treSci wyktadu naiwne obrazki, w ktérych momenty
skrecajace sg poddawane $§miesznej metamorfozie w sity poprzeczne na brzegu. Czujemy ulge
- 0 jedno starocie mniej.

Zazwyczaj omawiamy statyke ptyt prostokatnych w ujeciu Hencky’ego 1 Kirchhoffa z
wykorzystaniem podwdjnych 1 pojedynczych szeregdbw Fouriera. Warto pokazac
zastosowanie szeregoOw Fouriera w ujeciu wariacyjnym, ktére zezwala na uwzglednienie
obcigzen w postaci momentéw roztozonych w sposob ciagly wzdhuz brzegéw swobodnie
podpartych oraz obcigzen skupionych wzdtuz krzywych. Otrzymuje si¢ formuty Jemielity [9],
bez korzystania z teorii dystrybucji, zar6wno w metodzie Levy’ego jak i w metodzie Naviera.
Na tej podstawie wydaje si¢ projekt: statyka ptyty prostokatnej. Niekiedy przyjmuje si¢ , ze
ptyta jest warstwowa z migkkim rdzeniem w ramach ujecia Hoffa i Reissnera, por. p.6.3 w
[2]. Sztywnosci takiej ptyty dane sg wzorami (6.1.12), tamze. W celu wykonania obliczen i
wykresow studenci korzystaja z MathCada, rzadziej z Maple’a lub MatLaba, ktorych nie byli
uczeni. W projekt ten mozna wples¢ elementy projektowania na drodze sprawdzenia pracy



plyty przy roznych parametrach okreslajacych jej poprzeczng niejednorodnos$¢ oraz przy
réznych stosunkach grubosci do rozpigtosci.

Nie mozna poming¢ statyki ptyt kotowych 1 pierscieniowych, takze w zakresie teorii ptyt
sredniej grubosci. W celu lepszej analizy tych ptyt warto nawigza¢ do teorii Reissnera(1945,
[4]). Najczesciej nie ma juz czasu na jej porzadne wyprowadzenie, mozna wi¢c rozda¢ notatki
wyktadowe w duchu wyprowadzenia podanego w p.5.7.1. ksigzki [2].

Szczegodlnie interesujgca jest analiza ptyt kotowych obcigzonych sitg skupiong w §rodku. Z
jednej strony- ujawnia si¢ drastyczna roznica mi¢dzy przewidywaniami w ramach teorii
Kirchhoffa, Hencky’ego i Reissnera. Z drugiej- widaé, ze opisy lepsze sg bardziej precyzyjne
1 bardziej czule na sposdb obcigzenia. Warto doda¢, ze rozwigzanie waznego zadania
omowionego w p.15 ksigzki [10] jest blednie omdéwione. Pelny opis dojscia do wynikoéw
koncowych, do$¢ zlozony i wymagajacy cierpliwosci, jest rozdawany w formie notatek
studentom TK do przestudiowania.

Analiza ptyt w zakresie pracy plastycznej jest przedmiotem wyktadu Stany Graniczne
Konstrukcji, ktore od wielu lat prowadzi Profesor Wiestaw Wojewodzki, por. [11].

Jesli jest na to czas, mozna studentom przedstawi¢ teori¢ ptyt von Karmana. Jej
wyprowadzenie jest tatwe, o ile jest prowadzone w sposob wariacyjny, tak jak w p.4.1 ksigzki
[2]. Warto potem omowi¢ wyboczenie ptyt prostokatnych.

Wyktady z teorii ptyt nie obejmuja metody elementéw skoficzonych, ktora jest omawiana
na innych przedmiotach TK. Warto zauwazy¢, ze potezne narzedzia MES, takie jak system
ABAQUS, zezwalaja na analiz¢ ptyt elementami trojwymiarowymi, przez co w ogole omija
si¢ specyficzne trudno$ci zwigzane ze skonczenie-elementowa aproksymacja zadan
Hencky’ego 1 Kirchhoffa.

Wyktady z teorii ptyt obejmujg takze proste zadania dynamiki ptyt Sredniej grubosci i phyt
cienkich.

3. TEORIA CIENKICH POWLOK SPREZYSTYCH

Konstruowanie teorii powlok cienkich nie jest prostym uogolnieniem konstrukcji teorii ptyt,
gdyz w réwnaniach pojawia si¢ tensor krzywizny powierzchni $rodkowej. Najprostsze
wyprowadzenie wychodzace z opisu trojwymiarowego (dwuwymiarowych podejs¢
bezposrednich, ktore zawieszaja w prozni kwesti¢ zwigzkéw konstytutywnych, nie
akceptujemy !) bazuje na hipotezie ptaskich przekrojow, por. (16.1.23) w [2]. Trzeba jednak
znalez¢ potem formuty okreslajace sktadowe stowarzyszonego pola odksztalcen odniesione
do bazy w dowolnym punkcie powtoki. Sg to formuty Naghdiego[12], por. (16.1.24, [2]).
Zaktadamy, ze Czytelnik jest w posiadaniu ksigzki [2] 1 nie podajemy tutaj tych waznych lecz
do$¢ zlozonych wzordéw. Niestety, wyprowadzenie wzoréw Naghdiego nie jest krotkie,
mozna je znalez¢ w [12]. Wzory te zawierajg tzw. translatory (shifters) oraz pewne
asymetryczne pola zalezne od pochodnych kowariantnych pdl przemieszczen i obrotow.
Wiasnie te wzory Naghdiego sa kluczowe w wyprowadzeniu réwnan réwnowagi powtok.
Ciag dalszy wyprowadzenia jest podobny jak w teorii ptyt Hencky’ego. Wzory Naghdiego
wstawiamy do wariacyjnego rownania réwnowagi (por. 16.1.29 w [2]) , definiujemy sily
wewnetrzne (por. 16.32, tamze) 1 znajdujemy wariacyjne rOwnania rownowagi powloki
$redniej grubosci, por. 16.1.31, tamze. Stad juz prosta droga do pelnego, wariacyjnego,
sformutowania teorii powtok $redniej grubosci.

Wedrowka od tego sformulowania do zadania powloki cienkiej nie jest ani tatwa ani
jednoznaczna. Pamigtamy, ze dopiero w latach 1959-1963 r. prace Budiansky’ego, Sandersa i
Koitera wyjasnity kwesti¢ najlepszego wariantu teorii powlok cienkich, tzw. pierwszego



przyblizenia. Tego , najlepszego” wariantu teorii powlok w pracy Naghdiego[ 12 ] nie
znajdziemy. Zabrakto tam tej ,, kropki nad i . Jednak w pracy oryginalnej Budiansky’ego i
Sandersa (cytowanej w [1], [2]) brak jest pewnych przeksztatcen. Czytelnika
zainteresowanego przejsciem od teorii Naghdiego do teorii Budiansky’ego i Sandersa
odsylamy do p.16.3 w [2].; kluczowa jest tozsamos$¢ (16.3.4) thumaczaca przyjety wybor miar
sit wewngtrznych i1 odksztatcen.

Tak przedstawia si¢ ujecie tensorowe liniowej teorii powtok cienkich. Jednak wyktad
Profesora Mazurkiewicza nie biegnie tymi $ciezkami , cho¢ s3 one strome lecz krotkie
(czgsciowo to podejscie bylo omawiane na wyktadach dla grup kierunku Budownictwo,
SPPT, przez dwa lata, pod koniec lat siedemdziesigtych; potem kursy te zlikwidowano- nie
wzbudzaly zainteresowania opiniotwdrczych kot pracownikoéw samodzielnych Wydziatu IL).
Wzgledy dydaktyczne kazaty Profesorowi Mazurkiewiczowi zrezygnowaé z ujgcia
tensorowego, ograniczy¢ rozwazania do opisu ortogonalnego niekrzywiznowego i1 wziag¢ na
swe barki cigzar formut jawnie zaleznych od funkcji Lamé. Pewne uwagi na temat tej
koncepcji dydaktyki powlok zawarte sg we wspomnieniu o Profesorze, por.[13]. Mimo
uplywu lat wykltad z teorii powlok jest nadal prowadzony zgodnie z koncepcja Profesora
Mazurkiewicza. Narzucenie wiezow Kirchhoffa-Love’a prowadzi do specyficznej postaci pol
odksztalcen wewnatrz powtloki, por. (5.23b) w [1]. Te wzory sg réwnowazne formutom
Naghdiego (16.1.24, [2]). Po znalezieniu formul (5.23b) mozemy do$¢ tatwo wyprowadzié,
$cisty w ramach teorii Kirchhoffa-Love’a, wzor na energi¢ odksztatcenia powtoki cienkiej,
(5.50),[1]. Zauwazmy, ze prawa strona (5.50)[1] jest rOwnowazna lewej stronie wzoru nad
(16.2.4) w [2]. Mimo tych analogii nie ma watpliwosci, ze wzory w [1] sa o wiele lepiej
wytlumaczone; w szczegolnosci doktadnie omowiono sens fizyczny sit wewnetrznych. Istotng
pomoca jest takze operowanie tzw. skladowymi fizycznymi tensoréw sit wewnetrznych 1
odksztalcen. Ponadto wyprowadzenie Mazurkiewicza ukazuje powlokowa specyfike
zagadnienia; wida¢ np. jak przekreca si¢ baza wzdluz wzdhuz osi z i jak to zwichrzenie
wptywa na posta¢ definicji sit wewnetrznych, por. (5.41), [1].

Poziom ogolnosci opisu — uklad ortogonalny niekrzywiznowy- umiejscawia ujgcie
Mazurkiewicza pomiedzy poziomem ogolnosci tekstu Nowozylowa[l4] 1 opisem
Naghdiego[12], por. Niordson[15]. Dzigki temu Czytelnik moze fatwo zapozna¢ si¢ z tekstem
Nowozytowa (i podobnymi) oraz lepiej wczuc si¢ w opis tensorowy.

Opis ortogonalny niekrzywiznowy nie stanowi utrudnienia przy wyprowadzeniu roOwnan
rownowagi (lokalnych), por. p.5.5 w [1]. Tak otrzymane rdéwnania roéwnowagi warto
porowna¢ z réwnaniami rownowagi powtoki rozumianej jako cialo powierzchniowe (direct
approach), por. p. 5.7 w [1]. Odkrywamy, ze tozsamos$¢ algebraiczna laczaca sily

wewnetrzne, bedaca konsekwencja zwiazku symetrii '> = o*!, ma tez sens tzw. szostego
réwnania rownowagi.

Teraz trzeba okresli¢ zwigzki konstytutywne. Trzeba wstawi¢ zwigzki fizyczne do definicji
sit wewnetrznych. Trudno$¢ lezy w tym, ze opis poza powierzchnig $rodkowa jest
nieortogonalny a my mamy ambicj¢ nie uzywac zapisOw tensorowych, aby utrzymac przyjeta
konwencje dydaktyczng. Jak to zrobié, uczy podrecznik [1], p. 5.8 1 5.9. Przypomnijmy tutaj,
1z wkraczajagc w opis nieortogonalny, bez pomocy rachunku tensorowego, czujemy si¢ jak
Slepcy bez laski i przewodnika.

Niestety, plan ten nie zostal wykonany do konca, gdyz podane wzorami (5.127,[1])
zwigzki konstytutywne II przyblizenia nie daja symetrii formy dwuliniowej. Profesor
Mazurkiewicz zadbal tylko o to, aby bylo spelnione szdste rOwnanie rdwnowagi a nizej
podpisany nie poprawil tego wyniku. Natomiast oba te kryteria poprawnosci sg spetnione w
opisie krzywiznowym; wtedy otrzymuje si¢ znane rownania Luriego (5.130,[1]) , por. p.6.6.



Studentéw nalezy teraz wciggna¢ w dramat niejednoznacznosci opisu zachowania si¢
powlok cienkich w ramach teorii I przyblizenia. Od razu powiedzmy tutaj, ze Profesor
Mazurkiewicz najbardziej akceptowat model Nowozytowa w opise krzywiznowym. Miat
nadzieje¢, ze uda mu si¢ znalez¢ jego proste uogdlnienie na opis ortogonalny niekrzywiznowy.
Ten plan nie mégt si¢ powies¢, teraz to wiemy, por. uwagi na str.118 w [1]; dodajmy, iz
model Berdiczewskiego pogwalca analogi¢ geometryczno-statyczng. Warto jednak zauwazyc¢,
ze zaakceptowane przez Srodowisko teoretykow modele Budiansky’ego-Sandersa-Koitera
(BSK) oraz Sandersa-Leonarda (nazywany w literaturze matematycznej modelem Koitera,
por.[2]) sg dziwaczne. W tym ostatnim modelu sity podtuzne nie maja wiele wspdlnego z
wypadkowymi napr¢zen wzdtuz linii parametrycznych. W obu modelach dziwnie wygladaja
definicje sit brzegowych. Zauwazmy, ze nawet w uj¢ciu tensorowym zwigzki migdzy
zmianami krzywizn i przemieszczeniami sg bardzo ztozone; w BSK zwiazki te zawieraja
trudne do zaakceptowania wspotczynniki % 1 V4., por. (16.3.12, [2]). Oczywiscie nic na to nie
poradzimy. Warto jednak ukaza¢ studentom te trudnosci modelowania matematycznego. Przy
okazji studenci uswiadamiajg sobie, ze definicje sil wewngtrznych i odksztalcen nie sa
jednoznaczne, ale ze miary te muszg by¢ energetycznie sprzezone. Nareszcie wchodzi tu
ukradkiem jaka$ czastka mysli z dorobku Rodneya Hilla, jakze zlekcewazonego w dydaktyce
na politechnikach. Jest tez okazja, aby uswiadomi¢ studentom, ze kryterium ruchu sztywnego
nie jest zewnetrzne wobec teorii jako odblask mechaniki teoretycznej, lecz jest zwigzane z
warunkiem dodatniej okreslonosci energii, por. p.6.1. Pomaga tutaj twierdzenie Bonneta i
zezwala na ominigcie dowodu Bernardou i Ciarleta, por. Bernadou[16]. Twierdzenie to mowi
ze zerowanie si¢ obu pol odksztatcen pociaga za sobg klase deformacji postaci nieskonczenie
matego ruchu sztywnego.

Dzigki wstepowi z rachunku wariacyjnego mozna przekona¢ studentow, ze niektore
otrzymane modele s3 matematycznie poprawne, gdyz zapewniaja jednoznacznos$¢ rozwigzan
w zakresie powtok dobrze podpartych. Nie omawia si¢ tylko kwestii istnienia rozwigzan, ale
ta jest treScig nauk matematycznych 1 jest do pewnego stopnia sprawg umowng, zwigzang z
regularnoscig danych.

Cytowana analogia geometryczno-statyczna w modelu Nowozylowa (por. p. 6.4.2, [1]) nie
jest ozdobnikiem, lecz pelni istotng rolg w metodyce Reissnera-Meissnera, por. p.14 w [1].

Nie mozna poming¢ teorii bezmomentowej, jakze waznej 1 jakze subtelnej. Ukazujg si¢ tu
réwnania statycznie wyznaczalne, a studentom przypomina si¢ podziat konstrukcji pretowych
na statycznie wyznaczalne i niewyznaczalne. Tutaj jednak mamy do czynienia z teorig, ktora
dopuszcza deformacje zero-energetyczne, nie bedace translacjami lub matymi obrotami calej
powtoki. Ta cecha pocigga za sobg zawezenie zastosowan tej teorii do przypadkow obcigzen
ortogonalnych do tych nowych modoéw zero-energetycznych. Nietrudno to zrozumie¢, gdyz
dobrze znamy kratownice kinematycznie zmienne obcigzone tak, aby obcigzenie dawato
zerowq prace na dopuszczalnych ruchach prébnych, zgodnych z wigzami. Bez wzgledu na to
czy stosujemy czy nie stosujemy teorii bezmomentowej nie nalezy dopuszczaé do
powstawania takich deformacji zero-energetycznych w sensie teorii bezmomentowej. Sa to
tzw. deformacje izometryczne. Warto zbada¢ takie deformacje w wypadku powlok
walcowych, stozkowych 1 sferycznych. Siodma posta¢ izometrycznej deformacji fragmentu
sfery zdobi oktadke ksigzki [1]. Deformacje izometryczne segmentu sfery dane sg formutami

u =sing|Atg" (p/2)- Betg" (p/2)[sinn 9
v =sinp|Atg" (p/2)+ Betg" (p/ 2)|cosn
w = sin [ A(n + cos p)tg" (¢ / 2) + B(—n + cos p)ctg" (p/ 2)|cos n 9



znanymi od stupieédziesigciu lat, cytowanymi w ksigzkach Love’a[17] 1 Fliggego[18].
Wielkosci u,v,w okre$laja przemieszczenia powierzchni $rodkowej powtoki w kierunkach
réwnoleznikowym, potudnikowym, i prostopadtym do powtoki. State A i B sg dowolne.
Parametr n przebiega liczby naturalne. Przypadek n=1 odpowiada sztywnemu obrotowi catej
powtoki. Gdy n>1 otrzymujemy deformacje izometryczne nie bedace ruchami sztywnymi.
Znalezienie kilku pierwszych postaci deformacji izometrycznych segmentu sfery i
oprogramowanie tych formul w jezyku Maple (por. Zalacznik z wydrukiem programu) jest
pouczajacym ¢wiczeniem dla studentow; wyniki przedstawiono na Rys.1. Zauwazmy, Ze przy
wiekszych n deformacje izometryczne stanowig zamarszczenia brzegu swobodnego. Po raz
kolejny mamy wigc dowdd na to , iz stany bezmomentowe moga by¢ realizowane daleko od
strefy brzegowej a brzegi powinny by¢ specjalnie wzmacniane wiencami lub zebrami.

Profesor Mazurkiewicz duza wagg przyktadat do teorii Wiasowa, tzw. teorii technicznej(w
nomenklaturze rosyjskiej). Mozna zauwazy¢, ze teoria ta jest konstruowana na dwu
zatozeniach, por. p.9.1, [1]. Interesujace jest to drugie zatozenie- utrzymanie w mocy analogii
geometryczno-statycznej. Znowu stosuje si¢ podejscie wariacyjne 1 jest to niezbedne
narzgdzie modelowania. Powtorzmy jeszcze raz: nie ma innego Sposobu wyprowadzenia
réwnan Wiasowa niz ten uzyty w p.9.1 [1]: narzucenie uproszczen Wlasowa na wariacyjne
roéwnanie rownowagi. Potem dalsze wzory stajg si¢ jasne: pojawiaja si¢ nowe uproszczenia w
réwnaniach rownowagi i warunkach brzegowych, ale sa one logicznie otrzymane.

Zginanie powloki helikoidalnej (str.151-157 w [1]) omowiono ideowo poprawnie, ale
wyniki na Rys.9.1 sg bardzo niedoktadne. Poprawne wyniki opublikowano w pracy Knabla i
Lewinskiego[19], gdzie skorzystano takze z wynikow O’Mathuna[20] opartych na opisie
BSK.

Na teori¢ powtok matowyniostych zazwyczaj nie wystarcza juz czasu. Studenci sg proszeni
o samodzielne przestudiowanie p.10 [1]. PodkresSlmy Ze rownania te sa takie same jak
rownania ptyt o wstepnych krzywiznach.

Ostatnim waznym rozdzialem jest statyka powlok obrotowych. Korzysta si¢ albo z opisu
Nowozylowa albo z opisu Luriego (Il przyblizenie). Niemniej jednak kazda powloka ma
swoja specyfike. Na przyklad zachowanie si¢ wyjatkowo waznej powtoki walcowej warto
bada¢ rownaniami Koitera, por. Niordson[15]. Niestety, pewne formuly tam podane sa Zle
napisane, poprawiono je w pracy Bieleckiego 1 Lewinskiego[21]. Ten material nie jest
wyktadany studentom.

Do$¢ doktadnie omawia si¢ metode Meissnera przeformutowania réwnan obrotowo-
symetrycznego zginania powlok obrotowych. Nowymi niewiadomymi sg wielko$ci sprze¢zone
w analogii geometryczno-statycznej, na co studentom zwraca si¢ uwage juz wczesniej, por.
(11.68a) str 198 w [1]. Wida¢ tam analogi¢ miedzy rdOwnaniem nierozdzielno$ci i rOwnaniem
rownowagi. To pierwsze rdwnanie mowi, ze kat obrotu stycznej do poludnika da si¢ wyrazi¢
za pomocg wzglednych wydtuzen wiokien. To drugie rownanie mowi, Ze sita poprzeczna
wyraza si¢ przez momenty zginajace. Zastosowanie réwnan Meissnera jest ilustrowane
przykltadem zastosowania szeregdw potegowych w odniesieniu do powloki sferycznej;
korzysta si¢ z pracy Nagorskiego[21], por. [23].

Metoda zaburzen brzegowych wprowadza istotne uproszczenia do réwnan Meissnera-
Reissnera, ale w czasie zaje¢ nie ma juz czasu aby te uproszczenia porzadnie umotywowac.
W wypadku powloki stozkowej korzysta si¢ dodatkowo z przyblizen Geckelera (p.14.4.3).
Jednak podane w [1, p.14.4.3] formuly (dzigkuje tu za pomoc panu Stawomirowi
Olszewskiemu) sg bardziej skomplikowane niz te stosowane zazwyczaj i cytowane w innych
ksigzkach. Okazalo si¢ bowiem, ze lepiej poda¢ formuty poprawne i dos$¢ zlozone, niz
uproszczone, gdyz traci si¢ wowczas sprawdziany pewnych warunkow nierozdzielnosci.



Druga praca domowa dotyczy statyki zbiornika ztozonego z segmentow powlok
sferycznych, stozkowych 1 walcowych., niekiedy wzmocnionych pierScieniami lub
wspotpracujacych z plytami dennymi na podtozu Winklera. Projekt ten jest dos¢ ztozony,
jednak np. MathCad bardzo pomaga w jego wykonaniu. Projekt ten jest wazny dydaktycznie,
gdyz studenci przypominaja sobie metode sit, teori¢ pretow zakrzywionych w planie, teori¢
bezmomentowa powlok oraz metode zaburzen brzegowych. Najwigksze klopoty sprawia
znajdywanie przemieszczen, gdyz pojawiajg si¢ tam ktopotliwe catki z sit poprzecznych oraz
nowe stale catkowania. Ich wyznaczenie moze by¢ pracochtonne; wymaga tez dobrego
zrozumienia pracy catej konstrukcji powtokowe;.

4. UWAGI KONCOWE

Wyktad nie obejmuje szeregu waznych zagadnieh : zachowania si¢ powlok
anizotropowych, w tym warstwowych (jest tylko model ptyty warstwowej), zagadnien
dynamicznych oraz stateczno$ci powlok. Mimo korzystania z kilku formul mechaniki
nieliniowe] tematyka duzych deformacji lub duzych przemieszczen i obrotow lezy poza
zakresem wyktadu. Wydaje si¢, ze z uwagi na trudnosci merytoryczne tej tematyki, dobrze
widoczne w pracach Libai i Simmondsa [24] oraz Pietraszkiewicza [25], wyklady takie nalezy
przesung¢ na studia doktoranckie. Ponadto, dostepny system ABAQUS zezwala na nieliniowg
analiz¢ pracy powlok a wilasnego oprogramowania nie mamy. Ponadto, zagadnienia
stateczno$ci sg trudne do opisania teoriami zlinearyzowanymi. Znane fakty o zlej zgodno$ci
wynikow klasycznych teorii stateczno$ci powlok walcowych ( por. Fliigge[18]) z wynikami
doswiadczalnymi zniechg¢ca do nauczania tej tematyki. Z kolei wprowadzenie imperfekcji
wykracza poza studia magisterskie 1 nie jest tatwe w stosowaniu; w istocie potrzebne sa dane
stochastyczne z zakladéw produkcyjnych. Wydaje si¢, Ze uzupetnienie wyktadu o stateczno$¢
wymaga ukonkretnienia rozwazan. Poza wykladem znalazty si¢ tez metody numeryczne
bazujace na metodzie elementow skonczonych, ktére sg przedmiotem osobnych kursow.

Nalezy wyrazi¢ nadziej¢, iz tematyka omdwiona w tym referacie bedzie utrzymana na
Specjalizacji Komputerowa Analiza Konstrukcji (KAK), ktéra ruszy od pazdziernika 2002 r.,
1 ze uda si¢ zachowac tradycje tej dydaktyki.
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ZALACZNIK 1

Program w jezyku MAPLE tworzacy wizualizacje deformacji izometrycznych segmentow
powtoki sferycznej o promieniu R=1.

#Deformacje izometryczne segmentu sfery

>R:=1;

# Ustalamy indeks n, jako np. n=7

>n:=7;

# Ustalamy wartosci statych A i B; A=0 gdy powloka jest zamknigta w gérnym biegunie;
stale A,B skalujg warto$ci przemieszczen i trzeba ich wartosci tak dobra¢ aby otrzymac
przejrzysty obraz deformacji powtoki

> A:=0*R/n/2;

> B:=R/n/1000/2;

> ul:=sin(p)*(A*(tan(p/2)) n-B*(tan(p/2))(-n));

> v1:=sin(p)*(A*(tan(p/2))*n+B*(tan(p/2))(-n));

>w1:=(n+cos(p))*A*(tan(p/2)) n+B*(cos(p/2)-n)/((tan(p/2))™n);

# Obliczanie przemieszczen (u, v,w):

> u:=sin(n*t)*ul;

> v:=v1*cos(n*t);

>wW:=wl*cos(n*t);

# Obliczanie wspotrzgdnych konfiguracji odksztalconej; p reprezentuje kat ¢ mierzony
wzdhuz potudnika t — kat ¢ mierzony wzdtuz rownoleznika

> X:=R*cos(t)*sin(p)+u*(-sin(t))+v*cos(p)*cos(t)-w*sin(p)*cos(t);

> y:=R*sin(t)*sin(p)+u*(cos(t))+v*cos(p)*sin(t)-w*sin(p)*sin(t);
>z:=R*cos(p)-v*sin(p)-w*cos(p);

# Tworzenie obrazu konfiguracji odksztatconej przy konkretnych danych okreslajacych
zakres wspotrzednych sferycznych (p,t):
>plot3d([x,y,z],p=0.25*Pi..Pi,t=0..2*Pi,grid=[60,60] title="Deformacja izometryczna
wycinka sfery. Indeks n=7");
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Przyktadowe deformacje izometryczne wycinka sfery



